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Resumen. En este art´ıculo se hace un estudio de los espacios topolo´gicos
T (δ), se estudian algunas de sus propiedades como preservacio´n por fun-
ciones continuas, por subespacios y por productos entre otras. Adema´s
se dan algunas caracterizaciones de ellos, utlizando el orden de especia-
lizacio´n y se utilizan estos resultados para caracterizar los anillos cuyo
espectro primo es T (δ′).
Abstract. In this paper we study the T (δ) spaces, we give several charac-
terizations and some properties of them, we study their discrete structure
as poset when it is endowed of the specialization order and we apply the
results obtained to the prime spectrum of a ring, characterizing the rings
whose spectrum is T (δ′).
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1. Introduccio´n
La nocio´n de espacio topolo´gico T (δ) fue introducida por Thron y Aull en [5],
all´ı por la misma definicio´n se observa que e´ste es un axioma ma´s fuerte que
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TD y que T1 no implica T (δ). Adema´s se menciona su interesante estructura
discreta cuando se dota de un orden especial, pero no hace algu´n desarrollo so-
bre el tema. Adema´s es importante mencionar que en la literatura consultada
no se encuentra un estudio detallado de las principales propiedades de estos es-
pacios, por lo cual el objetivo del presente art´ıculo es estudiar los espacios T (δ)
en cuanto a subespacios, productos, preservacio´n por funciones continuas y por
homeomorfismos, mostrar su relacio´n con los espacios T (γ) y TD definidos en
[5], utilizar el orden de especializacio´n para hacer algunas caracterizaciones de
ellos y observar algunas de sus propiedades. Finalmente aplicar estos resultados
para caracterizar los anillos cuyo espectro primo es T (δ′).
2. Espacios Topolo´gicos T(δ)
En este numeral se introducen los espacios topolo´gicos T (δ) y se hace un es-
tudio de algunas de sus propiedades como preservacio´n por subespacios, por
productos, imagen bajo funciones continuas, su relacio´n con los espacios T (γ)
y TD, entre otras.
Definicio´n 2.1. Sea X un espacio topolo´gico, se dice que A ⊆ X tiene un
punto gene´rico si A es igual a la adherencia de un punto.
Definicio´n 2.2. Un espacio topolo´gico X se llama [5]:
a) T (δ) si para todo x ∈ X, {x}′ tiene un punto gene´rico.
b) T (γ) si para todo x ∈ X, {x}′ es unio´n de conjuntos disyuntos, cada uno de
los cuales tiene un punto gene´rico.
c) TD si para todo x ∈ X, {x}′ es cerrado.
Obse´rvese que todo espacio T (δ) es T (γ) y TD y en consecuencia tambie´n T0.
Sin embargo como se muestra en el siguiente ejemplo, existen espacios T (γ) y
TD que no son T (δ), es decir, T (δ) $ T (γ) ∩ TD.
Ejemplo 2.3. Conside´rese Z con el orden usual en los enteros negativos, el
inverso del usual en los enteros positivos, cero como elemento ma´ximo y entre
un entero positivo y uno negativo no hay relacio´n. Este conjunto dotado con la
topolog´ıa generada por las colas a derecha, es un espacio T (γ) y TD, pero no
es T (δ) ya que el conjunto de puntos de acumulacio´n del ma´ximo no tiene un
punto gene´rico.
En la siguiente proposicio´n se dan las condiciones para que un espacio T0 sea
T (δ).
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Proposicio´n 2.4. SiX es un espacio T0, entonces {x}′ tiene un punto gene´rico,
si y so´lo si, existe p ∈ {x}′ tal que {x, p}′ = {p}.
Demostracio´n.⇒) Como {x}′ tiene un punto gene´rico, existe p tal que {x}′ =
{p}, luego {x, p}′ = {x}′ ∪ {p}′ = {p}.
⇐) Veamos que {x}′ = {p}. Si a ∈ {x}′ entonces a ∈ {x, p}′ = {p}. Ahora si
b ∈ {p}, entonces b ∈ {x}′ . 
Corolario 2.5. Sea X un espacio T0. X es T (δ), si y so´lo si, para todo x ∈ X
existe p ∈ {x}′ tal que {x, p}′ = {p}.
Ya que los espacios TD esta´n caracterizados como aquellos donde todo punto es
la interseccio´n de un abierto con un cerrado, se tiene la siguiente
caracterizacio´n de los espacios T (δ), cuando el espacio es T0.
Proposicio´n 2.6. Sea X un espacio T0. X es T (δ), si y so´lo si, para todo
x ∈ X existe p ∈ {x}′ , tal que {x} = {x} ∩ {p}c.
Demostracio´n. ⇒) Como {x}′ = {p}, para algu´n p, entonces
{x} ∩ {p}c = ({x} ∪ {x}′) ∩ {p}c = {x} .
⇐) {x}′ = {x}r {x} = {x}r ({x} ∩ {p}c) = {x} ∩ {p} = {p}. 
Proposicio´n 2.7. Si (X, τ) es T (δ), entonces X es infinito.
Demostracio´n. Supo´ngase que X es T (δ) y X es finito. Sea
X = {x1, ..., xn} , entonces para todo i se tiene {xi}′ = {pi}, para algu´n pi ∈ X.
En particular
{x1}′ = {xj1}, para algu´n j1, 2 ≤ j1 ≤ n
= {xj1} ∪ {xj1}′ , j1 6= 1
= {xj1} ∪ {xj2}, j2 6= j1, 1
= {xj1} ∪ {xj2} ∪ {xj2}′
= {xj1} ∪ {xj2} ∪ {xj3}, j3 6= j2, j1, 1
Como el conjunto de ı´ndices es finito, existe un jk, 2 ≤ jk ≤ n, tal que {xjk}′ =
∅, luego {xjk}′ no tiene un punto gene´rico, lo cual es falso. 
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No todo subespacio infinito de un espacio T (δ) es T (δ), como se muestra en el
siguiente ejemplo. Esta es una propiedad heredada por los subespacios cerrados.
Ejemplo 2.8. En Z con la topolog´ıa generada por las colas a derecha, el sub-
espacio A = [1,∞) no es T (δ) pues {1}′ = ∅.
Proposicio´n 2.9. Todo subespacio cerrado A de un espacio T (δ) es T (δ).
Demostracio´n. Si a ∈ A, entonces {a}′A = {a}′X ∩A y como X es T (δ), existe
p tal que {a}′X = {p}X , entonces {a}′A = {p}X ∩A. Como A es cerrado, p ∈ A
y se tiene que {a}′A = {p}A. 
El rec´ıproco de la proposicio´n anterior no es cierto, como se muestra en el
siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.10. Z con la topolog´ıa generada por las colas a derecha es un
espacio T (δ). Ahora, el subespacio 2Z tambie´n es T (δ), pero no es cerrado.
En los siguientes ejemplos se muestra que ser T (δ) no es estable por productos y
tampoco es una propiedad que se preserva por funciones continuas. Sin embargo
s´ı es un invariante topolo´gico.
Ejemplo 2.11. Z con la topolog´ıa generada por las colas a derecha es un
espacio T (δ), pero Z× Z con la topolog´ıa producto no lo es.
Ejemplo 2.12. Si f es una funcio´n constante de Z con la topolog´ıa generada
por las colas a derecha, en Z con la topolog´ıa de cofinitos, se tiene que f es
continua pero f(Z) no es T (δ), ya que es un conjunto finito.
Proposicio´n 2.13. La propiedad T (δ) es un invariante topolo´gico.
Demostracio´n. Sea X un espacio T (δ) y f : X → Y un homeomorfismo. Si
y ∈ Y existe x ∈ X tal que f(x) = y, entonces {f(x)}′ = f({x}′) = {y}′ .
Como existe p ∈ X tal que {x}′ = {p}, entonces f({p}) = f(p) = {y}′ . Por
tanto Y es T (δ). 
En el siguiente ejemplo se muestra que la propiedad T (δ) no se preserva por
expansio´n de la topolog´ıa, propiedad satisfecha por la mayor´ıa de axiomas entre
T0 y T1 [5].
Ejemplo 2.14. En Z, sea τ la topolog´ıa generada por las colas a derecha. Ahora
conside´rese la base β = {{n, n + 1, ...} | n ∈ Z}∪
{{p, p + 2, p + 4, ...} | p ∈ 2Z}∪{{r, r + 2, r + 4, ..., r + 2k, r + 2k + 1,
r + 2k + 2, ...} | r ∈ 2Z}, entonces en la topolog´ıa generada por esta base 〈β〉 ,
se tiene para p par, {p}′ = {..., p− 3, p− 2, p− 1} y este conjunto no tiene un
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punto gene´rico, ya que p− 1 = {..., p− 7, p− 5, p− 3, p− 1}. Se tiene entonces
que (Z, τ) es T (δ), τ ⊆ 〈β〉 pero (Z, 〈β〉) no es T (δ).
3. Espacios T(δ) y Conjuntos Ordenados
En este numeral se introduce el orden de especializacio´n sobre cualquier espacio
T0 y con esto se observan algunas particularidades de la estructura ordenada de
los espacios T (δ), adema´s se caracterizan estos espacios utilizando dicho orden.
Proposicio´n 3.1. Sea X un espacio T0. La relacio´n ≤ definida como x ≤ y, si
y so´lo si, x ∈ {y} es de orden.
No´tese que en todo espacio topolo´gico la relacio´n ≤ definida anteriormente,
cumple la propiedad reflexiva y transitiva, la antisime´trica se tiene si y so´lo si
el espacio es T0.
El orden anterior se conoce como orden de especializacio´n, el cual ha sido estu-
diado en muchos contextos [1], [11], [12]. Nosotros lo utilizaremos para carac-
terizar los espacios T (δ), observar algunas de sus propiedades y relacionarlo con
el orden de contenencia del espectro primo de un anillo conmutativo unitario.
La proposicio´n y los corolarios siguientes permiten establecer algunas
propiedades importantes de los espacios T (δ) como conjuntos ordenados.
Proposicio´n 3.2. Sea X un espacio T0, {x}′ tiene un punto gene´rico, si y so´lo
si, ({x}′ ,≤) tiene ma´ximo.
Demostracio´n. ⇒) Si {x}′ tiene un punto gene´rico, existe p tal que {x}′ =
{p}, lo cual implica que si t ∈ {x}′ entonces t ≤ p.
⇐) Si p es el ma´ximo de ({x}′ ,≤), la igualdad {x}′ = {p} se obtiene directa-
mente. 
Corolario 3.3. Sea X un espacio T0. X es T (δ), si y so´lo si, para todo x ∈ X,
el conjunto ({x}′ ,≤) tiene ma´ximo.
Una caracterizacio´n similar a la anterior puede hacerse en te´rminos de elemen-
tos predecesores o´ sucesores [3].
No´tese que los espacios T (δ) con el orden definido no tienen elementos
minimales, ya que no pueden existir puntos cerrados. Pero s´ı pueden tener
elementos maximales como por ejemplo el conjunto {...,−3,−2,−1, 0} con la
topolog´ıa generada por las colas a derecha.
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4. Una Aplicacio´n al Espectro Primo de un Anillo
En este numeral consideramos un anillo conmutativo unitario R y su conjunto
de ideales primos propios Spec(R), dotado con la topolog´ıa de Zariski [4]. De
esta forma se pueden encontrar anillos que caracterizan ciertas propiedades
topolo´gicas supuestas en su espectro [4], [6], [8]. El objetivo de esta seccio´n
es caracterizar los anillos a los cuales se les puede asociar un subespacio del
espectro que es un espacio T (δ) y presentar algunos ejemplos de ellos.
Primero debemos notar que para {P} ⊆ Spec(R), se tiene
{P} = {Q ∈ Spec(R) | P ⊆ Q}, lo cual indica que el orden de contenen-
cia es el orden inverso del orden de especializacio´n. Ahora como el espectro
primo de un anillo tiene elementos maximales (los ideales maximales), en-
tonces para todo anillo R, Spec(R) no es un espacio T (δ). Sin embargo podr´ıa
considerarse el subespacio Spec(R)\Max(R), donde Max(R) denota el espec-
tro maximal del anillo. Entonces los anillos R, tales que,
Spec(R)\Max(R) es un espacio T (δ) esta´n caracterizados directamente por
el orden de contenencia y por el Corolario 3.3, tenie´ndose la siguiente proposi-
cio´n.
Proposicio´n 4.1. Sea R un anillo, Spec(R)\Max(R) es un espacio T (δ), si y
so´lo si, para todo P ∈ Spec(R)\Max(R) el conjunto {P}′ tiene mı´nimo.
El resultado anterior conduce necesariamente a que todo primo debe tener
profundidad infinita, pues de lo contrario se tendr´ıan puntos cerrados, esto
adema´s implica que el anillo debe ser de dimensio´n infinita. Es decir los anillos
que caracterizan esta propiedad son aquellos tales que, para todo primo P
existe un u´nico primo Q tal que P $ Q y no existen ideales primos entre ellos.
Lo anterior da origen a la siguiente definicio´n.
Definicio´n 4.2. Un anillo conmutativo unitario R se llamara´ δ−anillo si para
todo primo P no maximal, la interseccio´n de los primos no maximales que lo
contienen estrictamente es un primo distinto de P .
Un ejemplo particular de δ − anillo se tiene tomando el conjunto
X = N ∪ {∞}, donde N se considera con el orden usual e ∞ representa un
elemento que no pertenece a N y que es mayor que todo natural. Ahora por el
Corolario 3.6 de [10], existe un anillo de valuacio´n V, tal que, Spec(V ) ∼= X. De
igual forma por el Teorema 3.1 de [10] existen dominios de Be´zout y de Pru¨fer
que son δ − anillos.
Y se tiene entonces la siguiente caracterizacio´n algebraica de los anillos cuyo
espectro es T (δ).
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Proposicio´n 4.3. Sea R un anillo, Spec(R)\Max(R) es un espacio T (δ), si y
so´lo si, R es δ − anillo.
Demostracio´n. Para todo P ∈ Spec(R)\Max(R) el conjunto {P}′ tiene mı´ni-
mo, si y so´lo si, existe Q ∈ {P}′ , tal que, Q = ⋂T∈{P}′ T, si y so´lo si, R es
δ − anillo.
En los espacios T (δ) no pueden existir puntos cerrados, esto permite
considerar un axioma menos fuerte llamado T (δ′) (T (δ) segu´n [3]), el cual
se define a continuacio´n.
Definicio´n 4.4. Un espacio topolo´gico X se llama T (δ′) si para todo x ∈ X,
{x}′ tiene un punto gene´rico o´ es vac´ıo.
Este “pequen˜o” cambio en la definicio´n implica alteraciones notables en sus
propiedades, pues por ejemplo existen muchos espacios topolo´gicos finitos de
esta clase, lo cual no suced´ıa anteriormente. Igualmente se observan cambios en
los anillos que caracterizan esta propiedad, pues ya no es necesario considerar
un subespacio sino el espectro primo completo, como se observa a continuacio´n.
Definicio´n 4.5. Un anillo conmutativo unitario R se llamara´ δ′ − anillo si
para todo primo P no maximal, la interseccio´n de los primos que lo contienen
estrictamente es un primo distinto de P .
Es claro que los anillos donde primos y maximales coinciden, en particular
Booleanos y Artinianos, los anillos locales de dimensio´n uno y los dominios de
valuacio´n de dimensio´n finita son δ′ − anillos. Adema´s por el Teorema 2.10 de
[10] pueden construirse δ′ − anillos de cualquier dimensio´n finita.
Z y todo anillo de Jacobson de dimensio´n mayor o´ igual que 1 no son
δ′ − anillos.
Finalmente se tiene la caracterizacio´n de los anillos cuyo espectro es T (δ′).
Proposicio´n 4.6. Sea R un anillo, Spec(R) es un espacio T (δ′), si y so´lo si, R
es δ′ − anillo.
Obse´rvese co´mo utilizando el espectro y alguna nocio´n topolo´gica, se pueden
encontrar anillos con propiedades especiales. A partir de esto, el camino a seguir
consiste en estudiar las propiedades algebraicas de los anillos encontrados. En
nuestro caso se podr´ıan estudiar cocientes, fracciones, polinomios, extensiones
de los δ − anillos y δ′ − anillos.
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